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INTRODUCCIÓN,
por M. Herrero
Es bien sabido que en la teoría clásica de transmisión de
calor en un medio homogéneo se admite la hipótesis de que el flujo ca
lorífíco es proporcional al gradiente de temperaturas . Se deduce en
tonces, aplicando un principio de conservación de la energía, la ecua
ción lineal del calor (en ausencia de fuentes) :
En muchas ocasiones, sin embargo, la hipótesis anterior sobre el flu-
jo calorífico no es la más adecuada : existen modelos de interés prác-
tico en los que tal suposíción se ve sustituída por una de estas dos :
(S1) El flujo calorífico es proporcional a una función
(en general no lineal) del gradiente de temperaturas .
(S2) El flujo calorífico es proporcional al gradiente de
una función (en general no lineal) de la temperatura .
En consecuencia, las ecuaciones de evolución que se obtie
nen ahora son :
(1) u t - div(S(grad u)) = 0
(2) ut - AS(u) = 0
Y los correspondientes operadores de difusión serán :
(O1) Au = - div(Q(grad u))
(02) Bu = -AO(u)
Por otra parte, las consideraciones anteriores se aplican
a una diversidad de fenómenos de difusión no necesariamente relaciona
dus con la transmisión del calor, como son la distribución de un lí-
quido o gas en un medio poroso, estudio del campo de velocidades en
fluídos no newtonianos, etc .
Nuestro interés en este trabajo se centra en el problema
de Cauchy (P) asociado a la ecuación (1) con término de absorción a(u)
u t - div(S(grad u)) + a(u) = 0 en RN x (O,T)
u(0) = uo(x)
Siendo a una función continua, monótona no decreciente, y tal que
a(0) = 0 .
Inicialmente nos centraremos en una elección particular de
t3 (sobre la que no hemos hecho hipótesis hasta el momento) . Explíci-
tamente haremos S(s) = ( Is1Ip-z s1, . . ., ISNIP-1 sN ) siendo
s = (s 1 , . . ., sN), con lo que (P) se escribirá en la forma :
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ut - ppu + o, (u)
	
= 0 en RN x (O,T)
(P*)
u(0) = uo (x) en IRN
N p-2
Siendo A u = Cp
L1 qxl
(I aXl
I á. )~ 1 < p < iw
Obsérvese que si p = 2 se obtiene el operador laplaciano .
Nuestro objetivo en este trabajo es obtener estimaciones
sobre el efecto producido por la absorción del medio (representada
por a(u)) y la difusión (de la que es responsable el operador de
segundo orden div(S(grad u)) sobre el comportamiento de la solución
u de (P*) ((P)) . Explícitamente, deseamos obtener una respuesta a
las siguientes cuestiones :
Cl) ¿Es posible que la solución u tenga soporte compac
to en la variable espacial x para cada t positivo, aunque el dato
inicial uo(x) no tenga soporte compacto en RN? Caso afirmativo,
¿Como estimar el tamaño del soporte para cada t?
C2) ¿Es posible que el proceso se extinga en un tiempo
finito, en el sentido de que la solución se anule a partir de un cien
to instante t o (llamado tiempo finito de extínción)? Caso atirmati
vo, ¿cómo estimar dicho to ?
Las cuestiones (1) y (2) fueron esi.udiadas por H . Brézis
y A . Friedman (41 para cierta clase de inecuaciones variacionales pa-
rabólicas que incluye en particular el problema :
RN
10 x (O,T)ut - Au + a(u) = 0 en
u(O) = uo(x) en
Posteriormente sus resultados fueron obtenidos por otros procedimien-
tos por L .C . Evans y B.F . Knerr [7] . Es de notar que, mientras C2)
ha sido estudiada en diferentes situaciones (cf ., por ejemplo, Kalash
nikov [10], G . Díaz y I . Díaz [51 y la bibliografía allí citada), no
conocemos más contribuciones sobre C1) que las anteriormente citadas
[4], [7] y las que se exponen en este trabajo . La extensión de los re
sultados de [4] para problemas asociados al operador p u nos fue pro
puesta por el . profesor H . Brázis .
Au = -
	
a au
axl (S( óxl ))
p
El plan de este trabajo es el siguiente : en primer lugar
exponemos las respuestas conocidas sobre C1) y C2) para el problema
(P*) . A continuación, enunciamos un resultado general para el proble
ma (P) correspondiente a una ámplia categoría de operadores del ti-
po O1), a saber :
Siendo 0 una función monótona cuyas condiciones se pre-
cisan en la sección III . Este último resultado ha sido obtenido en
colaboración con J .L . Vázquez [9] .
Por último, un comentario sobre notación : diremos una pro
piedad se cumple casi para todo punto, y escribiremos ctp, si tal pro
piedad se verifica en todo el conjunto que se especifica, salvo qui
zás en un conjunto de medida nula . El símbolo Ilf II significará
Lp
la norma en LP (1 < p < -) de la función f, como es habitual .
II . ESTUDIO DEL PROBLEMA (P*) .
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Explicitamos a continuación los pasos previos a la obten-
cíón del Teorema 1, en el que figuran los resultados fundamentales so
bre el estudio de C1) y ( :2) para el problema (P*) . Para más de-
talles, nos referiremos a [5] .
0, (u) =
siendo 1 < p < +-
siendo
	
y' (s) = a(s) .
Sean ~i, 02 dadas por :
P
i=1 gN I axí	1
si u 6 L2 CRN), grad u e Lp CRN)
en otro caso
si u 6 L 2 CRN) , y(u) 6 L1 CRN)
en otro caso
Se tiene entonces que ~i y W2 son convexas, semiconti-
nuas inferiormente y propias (ésto es, ~í 1 4-, i = 1,2) en L
2 CRN)
Existen por tanto las subdiferenciales a¢ 1 , ab (una subdiferencial
puede considerarse como el gradiente de una ¡:unción convexa, ver [3])
y se tiene :
a) a~i(u) = - AP
u
u 6 D(a~l) u 6 LZCRN) ; ax . 6 LP ~N) .
Apu 6 L2 CRN) y se tiene que :
6 D(~i)
N`
i=1 fIRN
a au
axí
(
axi
P-2 au
axí ) ' h +
Nc
izl
au p-2
RN I axi I
au
axí
ah
axi = D'
Proposición 1 .
maximo :
Proposición 2 .
b) »2(u) = L(u)
f 6 gWu)
	
f (x) 6 a (u (x)) ctp x 6]R .
Por otra parte, si «u) - ~1(u) + 02(u), se tiene que
D(») = D(a01) () D(»2), Y Mu) = -Apu + ot(u) en D(ó0) .
Estamos en condiciones de enunciar el siguiente teorema
de existencia para el problema (P*) .
Sean f 6 L2 (O,T : L 2
cRN )), uo 6 L2 CRN) . Existe entonces
una única u 6 C([O,T] ; L 2 ULtl)) solución de (P*) . Además se tiene
que u 6 W 1 ' 2 (d,T : L 2 (1RN)) para cada S > 0
t > 0, u( " ,t) 6 L~aRN), y además :
(d < T) , y u (t) 6
6 D(a¢) casi para todo t 6 (O,T) .
Para el problema (P*) se tiene . el siguiente principio dei
Sea f = 0, uo 6 L (RN) (1 L2 (IRN ) , Sí u es la solución-
del_problema (P*) dada en la-proposición. 1, se tiene que, para cada
Necesitamos un resultado que nos permita comparar solucio
nes de (P*) en .abiertos acotados . Para ello, consideramos los proble
mas
Proposición 3 .
(PI)
(Pz)
ut - Apu + a(u)
wt - Apw + a (w)
u = g
u(0) = uo
w = h
w(0) = wo
Siendo g, h 6 L (ai2x[O,T]), S2 un abierto acotado y re
gular en ItN . Se tiene entonces,
Sean u, w soluciones de los problemas (P1) Y (PZ) sa
tisfaciendo las condiciones de regularidad de la proposición 1 . Enton
ces, si g < h ctp . y uo < wo
	
ctp, se tiene que u(x,t) < w(x,t)
Vt > 0, ctp 2 .
Utilizaremos a continuación las siguientes hipótesis que
versan respectivamente sobre el balance entre absorción y difusión, la
magnitud de la absorción y la decadencia del dato inicial uo(x) en
el infinito . Por simplicidad (y por interés físico) nos reduciremos al
caso en que uo(x) > 0, si bien los resultados que se obtienen siguen
siendo válidos en una situación más general .
<
0
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0 en 51 x (O,T)
en 91 x [O,T]
en S2
0 en 51 x (O,T)
en a2 x [O,T]
en 12
(H1 ~ (
J
ds
s0 (sa
(1
(H2 ) ds
a(s) <
Teorema 1 .
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(H3)
Se tiene ahora,
uo (x) E LZ
cpN)
	
(1 I-UR
N
)
.conjunto compacto de IRN .
ii) Existe un to > 0 tal . cLue u(x,t) = 0 ctp si t > to
Si 1 < p < 2, y se verifican (111) Y (H3), se tienen los mismos
resultados que en el caso anterior .
Demostración . Nos limitaremos a señalar las linea generales (una de-
mostración completa puede verse en I8]) . Veamos ~:n primer lugar el ca
so p > 2 ; el. resultado puede obenerse en dos pasos .
1) Construcción de supersoluciones :
uo(x) 3 0 uniformemente sí IXI
Sea p > 2 . Si se verif ican (HZ) Y (H3), se tiene
que : i) Para cada t > 0, el soporte de ju solución S(t) es un sub
Sea to > 0, x o E IRN . Escribiremos xo = (xoi, . . . .
xON) ;
X = (x l , . . ., xN ) representará, un punto genérico de lItN . Definimos
la función :
Donde g(t), f(x) vienen dadas por :
N
w(x,t) = g(t o-t) + f(xi-xoi)i=1
(g(t) ds _ t g (s) si S _> 0
J O
a(s) N+1
0 s < 0
f (x) ¡s
0
	-1/p
01
C[I a(E)dQ
f(-x) = f(x) si x < 0
x si x > 0, con c=(N+1) 1/P
Es inmediato comprobar que :
2 .Compárací.ón leios del origen .
Sea e > 0 fijo ; sea Se (0) = {x E$RN : uo(x) > E} . En
virtud de (H 3 ),
	
existe R finito tal que SE (0) G BR = {x 6 0 : Ix1<R}
N
Por otra parte, sea r > - 0 tal que f(xi - xoi ) _> Iluo lli si
i=1
Ix-xo I > r . Si imponemos :
w(xo>to) = 0
wt	-DE)
w + a (w) > 0 en ]RN x (O,T)
x o 0 SE (0) + r
Es fácil ver ahora que, si B(xo,r) = {x 8]RN : Ix-x,1 < r} :
wt
- ~pw + a(a) > 0 en B(x o ,r) x (0,to )
w > Iluo II L
~ en B(xo ,r) x [O,to]
w(0) > E en B(xo,r)
Mediante la proposición 3, se sigue ahora que 0 < u < w ctp en
B(xo,r) x (O,to] . Es fácil concluir ahora que u = 0 ctp al exte
rior de S E (0) + r .
Por otra parte, si se tiene que g(to) > Iluo IlL- (un
tal to siempre existe, ya que g(t) -> - sí t - - ), la compara-
ción puede efectuarse sin restricciones en cuanto a la lejanía del ori
gen y se deduce la existencia de un tiempo finito de extinción (preci-
samente t o ) .
Finalmente, si 1 < p < 2, basta ubservar que (H3) ->(H2)
y se puede razonar como en el caso anterior .
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Observaciones .
1) Un operador similar al estudiado anteriormente es
N
	
p-z
C a auBu = -
iL1 ax i (I°uI
axi ), 1 < p < +~
N
siendo I°,1 = (1 ( 2xx.
)s)l/z . El operador Bu ha sido empleado
1=1 1
como modelo adecuado interviniendo en ciertos problemas de glaciolo-
gía (cf . Pelíssier [13]), dinámica de fluídos viscosos (cf .
Ladyzenska'ia [11]), etc . Un estudio te6rico de este operador puede
verse, p .e . en Liuns [12] . Los resultados del Teorema 1 son válidos
para el problema obtenido al reemplazar en (P*) Apu por Bu, bajo
las mismas hip6tesis . La demostración, sin embargo, requiere algunas
modificaciones interesantes (ver [9] para una situación más general) .
2) Los métodos empleados en la demostración permiten ob-
tener la exlstenrla de solu_lnneC - soporte compacto e . . . . p ara
da t, en el caso en que los datos tengan soporte compacta . En rea
ligad esta propiedad (conocida con el nombre de propagación finita de
señales) puede obtenerse también para el problema sin absorción (ésto
es, con a(u) = 0) si p > 2, mientras que tal prupiedad no se cum-
ple en general si 1 < p < 2 (cf . [6]) . Si N = 1, este hecho se
corresponde con el diferente comportamiento de los fluídos no newto-
nianot; cuando p > 2 (fluídos dilatantes) ó p < 2 (fluídos pseudo-
plásticos) .
3) Si (H1) no se verifica, existen contraejemplos (en
dimensión N = 1), que muestran que en general no se tiene i) ni ii)
111 . UN RESULTADO GENERAL .
Desde el punto de vista de la respuesta a las cuestiones
C1) y C2), Apu no es un caso aislado dentro de los operadores de ti
po O1), sino que su comportamiento coincide con el de una amplia cate
goría de tales operadores . En esta sección nos limitaremos a enunciar
un resultado general en esta dirección, remitiendo para todo tipo de
detalles a [9] .
Proposición 4 .
Consideremos ahora el problema :
N
ut
	
- axi (B( axi
)) + a(u) = 0 en IRN x kú,T)
(P)
i=1
lím inf ,(r) = m . Supondremos además queI r l+ m
A2 de Orlicz (cf . [1]) . Se tiene entonces :
Si uo(x) 6 L2 (RN),
j
en RN
Siendo a como en la Seccí6n 11, B = aj, donde j : R -" (-, -] es
una función convexa s .c .i y propia, tal que j(0) = 0, j > 0,
verifica la condición
existe una única u 6 C([O,T] ; L2ORN))
solución de (P) . Se tiene además que ctp t 6 (O,T), j( ax (t)) 6
6 L 1 atN), j*(j( au (t)) 6 L l CRN), para todo i = 1, . . .N, siendoaxi
NC
(j*(s))~
= B- '(s), iLl axi (B( axi
a . .1
(t))) 6 L (RN) y satisface la
condición de integración por partes :
au (B( au )) " h + ( au ) " ah = 0
i=1 fIRN axi axi i=1 axi axi
Para todo h 6 L2 (RN) tal que j( ax . ) 6 L l atN) Vi = 1, . . .N .1
El teorema de existencia reseñado en la proposición 4 se
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obtiene por métodos variacionales, a partir de una adecuada integral
de energía (ver [3j para otros ejemplos en los que se aplica el pro-
cedimiento anterior) .
Y escribirmos :
Si definimos ahora las funciones :
tuv)
o
	
(~ - Y",)(.)
Se tiene el siguiente resultado :
Teorema 2 .
t > to .
Observación .
~(t) = N+1 " j* B t
t
-Y (t) = ~ a (s) ds
0
< +ao
Si se verifican las hipótesis (H2), (H 3 ) y (H4), el pro-
blema (P) verific : ., la s siguientes propiedades :
i) Para cada t > 0, el soport,, te la solución es un sub-
conjunto compacto de RN.
ii) Existe un to > 0 tal que u(x,t) = 0 ctp si
La hipótesis (Ha), referente al balance . entre absorción y
difusión, nos da (H1) si, R(s) = Isl p-2 s .
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